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Die Sektschale - Ein Rotationskörper - Lösung

#1:
           3      2
f(x) := - x  + 3·x 

Aufgabe 1: 
Berechne die in den Abbildungen dargestellten Volumina der Zylinder als Ober- und 
Untersummen für das Volumen des Rotationskörpers.

#2:
                      2       2         2       2       
Obersumme_4 := (f(0.5)  + f(1)  + f(1.5)  + f(2) )·¹·0.5

#3: Obersumme_4 = 49.92187076

#4:
                       2         2          2       2          2   
Obersumme_8 := (f(0.25)  + f(0.5)  + f(0.75)  + f(1)  + f(1.25)  + 

      2          2       2        
f(1.5)  + f(1.75)  + f(2) )·¹·0.25

#5: Obersumme_8 = 43.62411263

#6:
                     2         2       2         2       
Untersumme_4 := (f(0)  + f(0.5)  + f(1)  + f(1.5) )·¹·0.5

#7: Untersumme_4 = 24.78912953

#8:
                     2          2         2          2       2   
Untersumme_8 := (f(0)  + f(0.25)  + f(0.5)  + f(0.75)  + f(1)  + 

       2         2          2        
f(1.25)  + f(1.5)  + f(1.75) )·¹·0.25

#9: Untersumme_8 = 31.05774202

Aufgabe 2
Stelle mit DERIVE Funktionen für die Berechnung weiterer Ober- und Untersummen 
mit immer feinerer Unterteilung des Intervalls [0,2] auf.
Berechne auch die zugehörigen Grenzwerte für den Fall, dass die Anzahl der 
Zylinder gegen Unendlich geht.

#10:
              2  n - 1     2 ‚2
Usum(n) := ¹·———·  ¤   f¦k·———¦ 
              n   k=0      n ƒ 

#11:
              2   n      2 ‚2
Osum(n) := ¹·———· ¤  f¦k·———¦ 
              n  k=1     n ƒ 

Für die Untersummen:

#12:
       „   k          k †          
VECTOR(…4·2 , Usum(4·2 )‡, k, 1, 5)
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#13:

„  8   31.05774202 †
¦                  ¦
¦ 16   34.19853173 ¦
¦                  ¦
¦ 32   35.76927956 ¦
¦                  ¦
¦ 64   36.55467471 ¦
¦                  ¦
… 128  36.94737361 ‡

#14:
lim Usum(n) = 37.34007268
n˜–                      

Für die Obersummen:

#15:
       „   k          k †          
VECTOR(…4·2 , Osum(4·2 )‡, k, 1, 5)

#16:

„  8   43.62411263 †
¦                  ¦
¦ 16   40.48171703 ¦
¦                  ¦
¦ 32   38.91087221 ¦
¦                  ¦
¦ 64   38.12547104 ¦
¦                  ¦
… 128  37.73277177 ‡

#17:
lim Osum(n) = 37.34007268
n˜–                      

Aufgabe 3
Nun ersetzen wir den Grenzwertübergang durch das Integral: Berechne das Integral 
Int(¹*f(x)^2, x, 0, 2);

#18:

               2                  
              ˆ      3      2 2   
V_Schale := ¹·‰  (- x  + 3·x )  dx
               0                  

#19: V_Schale = 37.34007268

Aufgabe 4
Der Rand eines aufrecht stehenden Sektglases kann durch eine Parabel 
beschrieben werden. Der Kelch ist 10 cm hoch und hat einen Durchmesser von 6 
cm. Berechne das Fassungsvermögen des Kelches.

Legt man das Sektglas waagerecht, so lautet die Randfunktion:

#20: f(x) := a·‹x

#21: f(10) = 3

#22:
     3·‹10 
a = ———————
       10  

#23:
         3·‹10    
f(x) := ———————·‹x
           10     
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#24:

       10         
      ˆ       2   
v = ¹·‰   f(x)  dx
       0          

#25: v = 141.3716694

Aufgabe 5
Ein Fass hat einen 70 cm hohen Innenraum. In der Mitte hat der Innenraum einen 
Durchmesser von 60 cm, oben und unten von 40 cm. 
Berechne das Fassungsvermögen des Fasses.

Wir nehmen die Randfunktion als quadratisch an:

#26:
           2    
f(x) := a·x  + b

#27: SOLVE([f(0) = 30, f(35) = 20], [a, b])

#28:
„        2           †
¦a = - —————  b = 30¦
…       245          ‡

#29:
            2    2     
f(x) := - —————·x  + 30
           245         

#30:

       35          
      ˆ        2   
v = ¹·‰    f(x)  dx
       -35         

#31:
                  5
v = 1.583362697·10 

Aufgabe 6
Beweise die Formeln zur allgemeinen Berechnung des Volumens eines Zylinders 
(eines Kegels, einer Kugel). 
Wähle dabei jeweils eine geeignete Randfunktion und berechne das 
Rotationsvolumen.

Zylinder:

#32: f(x) := r

#33:

       h         
      ˆ      2   
v = ¹·‰  f(x)  dx
       0         

#34:
         2
v = ¹·h·r 

Kegel:

#35:
         r   
f(x) := ———·x
         h   
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#36:

       h         
      ˆ      2   
v = ¹·‰  f(x)  dx
       0         

#37:

          2 
     ¹·h·r  
v = ————————
        3   

Kugel:

#38:
           2    2 
f(x) := ‹(r  - x )

#39:

       r          
      ˆ       2   
v = ¹·‰   f(x)  dx
       -r         

#40:

          3 
     4·¹·r  
v = ————————
        3   


